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РОЗДІЛ 2

МАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ 
ТА ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ 
У ФУНДАМЕНТАЛЬНИХ І ПРИКЛАДНИХ
ДОСЛІДЖЕННЯХ

2 .1 . ОПТИМІЗАЦІЙНІ ФУНКЦІЇ КЕРУВАННЯ 
В МАТЕМАТИЧНОМУ МОДЕЛЮВАННІ 
ЕВОЛЮЦІЙНИХ ПРОЦЕСІВ

Марія Астаф’єва
(Київський університет імені Бориса Грінченка)

За останні десятиліття теорія оптимального керуван-
ня інтенсивно розвивається, що пояснюється не лише наявністю 
складних і цікавих суто математичних проблем, а й широким спек-
тром прикладних задач у різних галузях науки і людської діяльно-
сті: фізиці, економіці, біології, екології, медицині, енергетиці та  ін. 
Нові наукові (теоретичні) й реальні (прикладні) задачі відрізняють-
ся своєю складністю, що зумовлює не лише розширення сфери за-
стосування математичного моделювання, а й удосконалення самих 
моделей у напрямі більшої їх точності та повноцінності. Особливо 
гостро в сучасних умовах стрімкого розвитку науки, техніки, інфор-
маційних технологій постає проблема керованості системи (про-
цесу). Як відомо, кожне завдання оптимального керування містить 
такі складові: 1) математичну модель об’єкта керування; 2) мету ке-
рування (т. зв. критерій якості); 3) певні обмеження на стан (траєк-
торію) системи, тривалість процесу керування тощо, при яких має 
бути забезпечена мета керування. 

ku
bg

.ed
u.u

a



Розділ 2. Математичні методи та інформаційні технології у фундаментальних і прикладних дослідженнях	 195

Математичній теорії керування присвячено дуже багато моно-
графій, підручників і  наукових статей українських та  зарубіжних 
авторів. Основи сучасної теорії оптимального керування заклали 
Л.С. Понтрягін, В.Г. Болтянский та ін. [5]. Методи варіаційного чис-
лення в оптимізаційних задачах висвітлено, наприклад, у досліджен-
нях [3–4]. Вивченню лінійних та нелінійних систем диференціаль-
них рівнянь присвячені монографії [2–6]. Питання теорії керування 
лінійних систем, зокрема й методи аналізу систем з невідомими па-
раметрами, розглядаються в [7]. Актуальною є задача знаходження 
оптимізаційної функції керування в лінійних диференціальних рів-
няннях та їх системах, яка забезпечує мінімум функціонала певного 
виду. Для лінійних диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієн-
тами вона розглянута в [8], суть розв’язання викладено в [1]. 

Далі розглянемо оптимізаційну задачу математичної теорії ке-
рування (мінімізація ризиків, досягнення потрібного результату 
за найкоротший час, економія енергоресурсів тощо), у якій еволю-
ційний процес описується лінійними диференціальними рівняння-
ми, а функція керування задається невласним інтегралом.

1. Скалярний випадок.
Нехай математичною моделлю процесу є скалярне диференці-

альне рівняння:

,x ax bu= +  (1.1)

де a, b — деякі сталі коефіцієнти; u(t) — скалярна функція керування.
Задано початкову умову: 

00 .tx x
=

=  (1.2)

Потрібно знайти таку функцію u = u(t), визначену і неперервну 
на півосі [ )0, ,+∞  щоб розв’язок x = x(t) рівняння (1.1) прямував до 
нуля на +∞ й, крім того, інтеграл 

[ ] ( ) ( )( )2 2

0

I u u t x t dt
+∞

= +∫  (1.3)

набував найменшого значення.
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Шукатимемо керування, яке забезпечує мінімум функціонала 
(1.3), у вигляді:

( ) ( ) .u t kx t= −   (1.4)

Зазначимо, що при цьому відповідний розв’язок ( )x t  разом 
із функцією керування прямує до нуля на +∞, що гарантує збіжність 
інтеграла (1.3).

Щоб знайти значення коефіцієнта k, розглянемо допоміжну 
функцію:

( ) ( )2 ,V t s x t= ⋅   (1.5)

де ( )x t   — деякий розв’язок рівняння (1.1) з  початковою умовою 
(1.2), а коефіцієнт s  залишається поки що невизначеним. 

Диференціюючи рівність (1.5), отримаємо:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 .V t s x t x t sx t ax t bu t= ⋅ ⋅ = +

  

Останнє співвідношення інтегруємо в межах від 0 до T і перехо-
димо до границі при T → ∞. Отримуємо:

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 2 .V sx t ax t bu t dt
+∞

 = + + ∫

Додаючи цю рівність з (1.3) і враховуючи (1.5), дістанемо:

[ ] ( ) 2 2 2

0

0 2 2I u V u sbux x sax dt
+∞

 = + + + + = ∫

( ) ( )22 2 2 2
0

0

1 2 .sx u sbx as b s x dt
+∞

 = + + + + − ∫

Доберемо s  так, щоб виконувалася умова 2 21 2 0.as b s+ − =  

Це  буде, зокрема, якщо 
2 2

0 2
a a bs s

b
+ +

= = . Тепер [ ]I u  набуває 
вигляду:

[ ] ( ) ( )( )22
0 0 0

0

.I u s x u t s bx t dt
+∞

= + +∫  (1.6)
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Бачимо, що функціонал (1.6), а з ним і (1.3) набуває найменшого 
значення при умові ( ) ( )0 0.u t s bx t+ =  Отже, в (1.4) 0 .k s b=  Урахував-
ши це і підставляючи (1.4) у рівняння (1.1), отримуємо:

( ) 2 2
0 .x ax b s b x x a b= + − = − ⋅ +

Розв’язок цього рівняння, який задовольняє початкову умову (1.2) 

( ) 2 2

0 ,t a bx x t x e− += =

і відповідна функція керування ( ) 2 2
2 2

0
t a ba a bu u t x e

b
− ++ +

= = −

забезпечує мінімум функціонала (1.3). Значення цього мінімуму

[ ]
2 2

2 2
0 0 02min .a a bI u s x x

b
+ +

= = ⋅

Отже, для будь-яких дійсних a, b ( 0b ≠ ) і фіксованого 0x  знайдено 
функцію керування ( )u t , при якій функціонал (1.3) досягає наймен-
шого свого значення.

2. Векторний випадок.
Розглянемо тепер випадок, коли еволюційний процес описується 

лінійною системою зі сталими коефіцієнтами: 

,x Ax Bu= + ,nx R∈ ,mu R∈    (2.1)

початкова умова: ( )0 0 .x t x=  
Припускаємо, що існують неперервні вектор-функції керування 

( )u t , ,t R+∈ ( ) 0,
t

u t
→+∞
→  такі, що розв’язок системи (2.1) із заданою

початковою умовою ( ) ( )0
0

t
At Ax t e x e Bu d− τ

 
= + τ τ 

 
∫  прямує до нуля

на нескінченності. На множині таких вектор-функцій досліджуємо 
на мінімум функціонал

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
0

, , ,I u u t u t Mx t x t dt
+∞

 = Θ + ∫   (2.2)
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де ,Θ M — сталі квадратні матриці розмірності m m×  та  n n×  від-
повідно. Причому матриця Θ додатно визначена, а M — невід’ємна. 

Як і в скалярному випадку (п. 1), шукаємо ( )u t  у вигляді:

( ) ( ) ,u t K x t= − ⋅

де K — деяка стала прямокутна матриця.
Розглядаючи допоміжну квадратичну форму:

( ) , ,V x Sx x=  ,nx R∈

і виконавши ті ж процедури, що й у скалярному випадку (диферен-
ціювання, наступне інтегрування, перехід до границі, почленне до-
давання відповідних рівностей), знаходимо:

1 .TK B S−= Θ

У результаті виявиться, що для мінімізації функціонала (2.2) S 
має бути розв’язком матричного рівняння Ріккаті

0,TSNS SA A S M− + + + =    (2.3)

де фіксована симетрична матриця N визначається рівністю 
1 .TN B B−= Θ

Якщо вдалося знайти розв’язок S цього рівняння, то оптимальне 
керування ( )u t  має вигляд:

( ){ }1 1
0exp ,T Tu B S A B B S t x− −= −Θ ⋅ − Θ ⋅

а мінімальне значення функціонала (2.2) дорівнює min 0 0, .I Sx x=

3. Приклад.
Для задачі Коші

( ) ( )
2 ,

0 1, 0 1
x x x u

x x
− + =

 = = −

 



  (3.1)

потрібно знайти функцію керування ( ) ,u u t=  визначену і неперерв-
ну на додатній півосі, при якій мінімізується функціонал
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[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0

4 9 26 41I u u t x t x t x t x t dt
+∞

 = + + + ∫    (3.2)

і знайти мінімальне значення цього функціонала.

Розв’язання
Перейдемо від лінійного диференціального рівняння другого по-

рядку до системи двох рівнянь, вважаючи ( ) ( )1 ,x t x t= ( ) ( )2 .x t x t=   
Тоді задача (3.1) набуває вигляду (3.3) — (3.4):

1 2

2 1 2

,
2 ,

x x
x x x u

=
 = − + +





  (3.3)

( )1 0 1,x = ( )2 0 1,x = −      (3.4)

а функціонал (3.2) запишеться так: 

[ ] 1 12

2 20

9 13
4 , .

13 41
x x

I u u dt
x x

+∞       
= +             

∫   (3.5)

Таким чином, отримаємо:

0 1
,

2 1
A

 
=  − 

 
0

,
1

B
 

=   
 4,Θ =  

9 13
,

13 41
M

 
=   

( )1 0 0 01 10 1 .
1 0 14 4

TN B B−    
= Θ = ⋅ ⋅ = ⋅      

Невідому симетричну матрицю 1

2

s s
S

s s
 

=   
 отримуємо із рівняння

Ріккаті (2.3), яке у нашій задачі має вигляд матричного рівняння:

2
1 1 2

2
2 2 1 21 2

2 2 2 9 13 0 01
2 13 41 0 04

s ss s s s s s
s s s s s s sss s

  − + − −       
− + + + =         − + + +        

.

Звідси отримуємо систему рівнянь з трьома невідомими 1 2 3, , :s s s
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2

2 1 2

2
2 2

1 4 9 0,
4

1 2 13 0,
4

1 2 2 41 0.
4

s s

ss s s s

s s s

 − − + =

− + + − + =

 − + + + =

Із системи знаходимо: 
30 2

.
2 18

S
 

=   
 

Тоді ( )1 30 21 1 90 1
2 184 2 2

TK B S−    = Θ = ⋅ ⋅ =      
 й  оптимальне

керування 1 2
1 9 ,
2 2

u Kx x x= − = − −  або для початкового рівняння 
1 9 .
2 2

u x x= − −  Підставивши знайдену функцію u в  (3.1), дістаємо 

лінійне однорідне диференціальне рівняння зі сталими коефіцієн-

тами 
7 5 0.
2 2

x x x+ + =   Його розв’язок, що задовольняє умову (3.2),

( ) ,tx t e−=  а  шукана функція керування ( ) 4 .tu t e−=  Найменше
значен ня функціонала дорівнює:

[ ] ( ) ( )2
0 0

30 2 1 1
min , , 30 1 4 1 1 18 1 44.

2 18 1 1
I u Sx x

     
= = ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ − =     − −     

4. Задача мінімізації функціонала з векторною функцією керу-
вання і змінними коефіцієнтами.

Розглянемо диференціальне рівняння із векторною функцією ке-
рування

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ... ,m mx a t x b t u b t u b t u= + + + +  (4.1)

де ( )a t  і  ( )b t   — деякі скалярні функції, неперервні й  обмежені
на півoсі [ )0, ,+∞  початкова умова ( )0 0 .x t x=  Розглянемо функціонал 
вигляду:

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
1 1 2 2

0

... ,m mI u r t u t r t u t r t u t q t x t dt
+∞

= + + + +∫  (4.2)
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де скалярні функції ( ) ( ) ( )0,ir t q t C R+∈  задовольняють умови:

( ) 0 ,ir t r≥ 1,i m= 0 0,r const= > ( ) 0q t ≥ .t R+∀ ∈   (4.3)

Аналогічно, як і раніше, розглянемо скалярну функцію:

( ) ( ) ( )2 ,V t s t x t= ⋅   (4.4)

де ( )s t  є поки що невизначеною скалярною функцією, неперервно 
диференційовною і  обмеженою на  .R+  Диференціюючи рівність 
(4.4), дістанемо:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2V t s t x t s t x t x t= + =

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1
2 .

m

i
i

s t x t s t x t a t x t b t u t
=

 
= + + 

 
∑

Отриману рівність інтегруємо від 0 до T і переходимо до границі 
при ,T → ∞  отримуємо:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

10

0 0 2 .
m

i
i

V s t x t s t x t a t x t b t u t dt
+∞

=

   = + + +  
   

∑∫   (4.5)

Праву частину рівності (4.5) додамо до правої частини (4.2),  
отримуємо запис функціонала (4.2) в іншому вигляді:

[ ] ( ) 2 2 2 2

1 10

0 2 2
m m

i i i i
i i

I u V r u s b u x sx sax qx dt
+∞

= =

 
= + + + + + = 

 
∑ ∑∫ 

( )
2 2

2 2 2
0

1 10

0 2 .
m m

i i
i i

i ii i

sb b
s x r u x s as q s x dt

r r

+∞

= =

   
 = + + + + + −      
∑ ∑∫   

 

(4.6)

При цьому ( )s t  є довільно вибраною неперервно диференційов-
ною і обмеженою на півосі R+  скалярною функцією. Доцільно ви-
брати цю функцію так, щоб другий доданок у підінтегральній функ-
ції (4.6) дорівнював нулю, тобто щоб виконувалася рівність:
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( )
( ) ( ) ( )

2
2

1
2 .

m
i

i i

b t
s s a t s q t

r t=

 
= − − 

 
∑  (4.7)

Нехай це є можливим, тобто диференціальне рівняння Ріккаті 
(4.7) має розв’язок ( )0 ,s s t=  обмежений на півосі ,R+  який задоволь-
няє нерівність:

( )0 0s t ≥ .t R+∀ ∈   (4.8)

(Питання існування обмежених розв’язків рівняння Ріккаті роз-
глянемо в п. 5.) 

Підставляючи в рівність (4.6) ( )0 ,s s t=  отримуємо:

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
02

0 0
10

0 .
m

i
i i

i i

s t b t
I u s x r t u t x t dt

r t

+∞

=

  
 = + +    
∑∫  (4.9)

Враховуючи нерівності (4.3), бачимо, що функціонал (4.9) набуває 
найменшого значення ( ) 2

0 0s t x  при виконанні таких співвідношень:

( ) ( ) ( )
( ) ( )0 ,i

i
i

s t b t
u t x t

r t
= −  1, .i m=   (4.10)

Підставляючи (4.10) у рівняння (4.1), запишемо його розв’язок, 
що задовольняє початкову умову ( )0 0x t x= :

( ) ( ) ( )
( )

2

0 0
10

exp .
t m

i

i i

b
x x a s d

r=

  σ = σ − σ σ  σ    
∑∫

Тоді відповідна оптимальна вектор-функція керування набуває 
вигляду:

( ) ( )( )1 ,..., mu u t u t= =

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

1
0 0 0

11 0

,..., exp .
t m

m i

im i

b t b t b
s t x a s d

r t r t r=

    σ = − ⋅ ⋅ σ − σ σ    σ      
∑∫
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5. Обмежені розв’язки рівняння Ріккаті.
Розглянемо рівняння Ріккаті:

( ) ( ) ( )2 ,z M t z N t z L t= + +   (5.1)

де функції ( ) ( ) ( ), ,M t N t L t  визначені, неперервні й обмежені на всій 
дійсній осі. 

Поряд з рівнянням (5.1) розглянемо інше рівняння: 

( ) ( ) ( ) 2 ,y M t N t y L t y= − − −   (5.2)

яке дістаємо з рівняння (5.1) за допомогою заміни змінної 1.z y−=
Має місце таке твердження.
Теорема 1. Нехай для всіх t R∈  виконується нерівність

( ) ( ) ( ) ,N t M t L t− + ≥ α   (5.3)

де α — додатна стала. Тоді рівняння (5.1) і (5.2) мають єдині розв’яз-
ки ( )* ,z z t=  ( )* ,y y t=  для яких виконуються нерівності

( ) ( )* *1, 1 .z t y t t R< < ∀ ∈   (5.4)

Доведення. Розглянемо систему двох рівнянь:

( ) ( )

( ) ( )
1 1 2

2 1 2

,
2

2

N t
x x M t x

N t
x L t x x


= − −


 = +





  (5.5)

і звернемо увагу на  те, що, якщо позначити 2

1
,

x
z

x
=  то дістанемо 

рівняння (5.1). Справді, записуючи похідну, маємо:

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
2 1 2 1

2 2
1 1

2 2
N t N t

L t x x x x x M t x
x x x x

z
x x

   
+ − − −      −

= = =
 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

22 2
2

1 1

.
x x

L t N t M t M t z N t z L t
x x

= + + = + +
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Аналогічно переконуємось, що при позначенні 1

2

x
y

x
=  із систе-

ми (5.5) дістанемо рівняння (5.2). 
Із нерівності (5.3) випливає, що або

( ) ,N t ≥ α    (5.6)
або 

( ) .N t ≤ −α   (5.7)

Переконаємось, що у  випадку (5.6), наприклад, для кожного 
розв’язку ( )

( )
1 1

2 2

x x t
x x t

  
=   

   
  (5.8)

системи (5.5) виконується умова:

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
1 2 1 2 , ,d x t x t x t x t t R

dt
− ≤ − + ∀ ∈ε   (5.9)

де ( ) ( ) ( )( )inf 0.
t R

N t M t L t const
∈

= − + = >ε

Похідну лівої частини нерівності (5.9) запишемо в такому вигляді:

( )

2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2

2 2
2 1 2 1 1 2 2 1 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2
2

2 2 ( , ).
2

d Nx t x t x t x t x t x t x x Mx
dt

Nx Lx x Nx M L x x Nx x x

  − = − = − − −    
 − + = − − + − = Φ  

 

Тепер знайдемо найбільше значення квадратичної форми 
( )1 2,x xΦ  на одиничному колі: 1 2cos , sin .x x= =ϕ ϕ

Дістанемо: 

( )2 2(cos ,sin ) cos 2 cos sin sinN M L NΦ = − − + − =ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

( )sin2N M L= − − + ≤ϕ ( ) ( ) ( )M t L t N t+ − ≤

( )inf ( ) ( ) ( )
t R

N t M t L t
∈

≤ − − + = −ε

Виконання нерівності ( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2, ,x x x x x x RΦ ≤ − + ∀ ∈ε  дово-

дить справедливість співвідношення (5.9).
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Переконаємося, що будь-який ненульовий розв’язок (5.8) систе-
ми (5.5), координати якого при початковому значенні t = 0 задоволь-
няють нерівність

( ) ( )2 2
1 20 0 0,x x− ≤   (5.10)

зростає на  .+∞  Із  умови (5.9) бачимо, що різниця квадратів 
( ) ( )2 2

1 2x t x t−  є спадною функцією, тому ( )0,t∀ ∈ +∞  має місце строга 
нерівність:

( ) ( )2 2
2 1 0.x t x t− >   (5.11)

Із нерівності (5.9) випливає, що ( )0,t∀ ∈ +∞

2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d x t x t x t x t x t x t

dt
     − ≥ ε + ≥ ε −      .

Звідси з урахуванням (5.11) отримаємо:

2 2
2 1

2 2
2 1

( ) ( )
.

( ) ( )

d x t x t
dt

x t x t

 −  ≥
−

ε

Інтегруючи в  межах від 0t  до ( )00t t t< <  обидві частини цієї  
нерівності, дістанемо:

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }2 2 2 2
2 1 2 1 exp ,o o ox t x t x t x t t t− ≥ − −ε   (5.12)

що і вказує на зростання (на +∞) розв’язку (5.8) системи (5.5) з по-
чатковою умовою (5.10).

Тепер доведемо, що система (5.5) має й такі розв’язки (5.8), для 
яких виконується нерівність 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 0, , .x t x t t− > ∀ ∈ −∞ +∞   (5.13)

Запишемо ліву частину нерівності (5.13) так:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
22 2 2

1 2 1
1

1 .
x t

x t x t x t
x t

  
 − = −     
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Тепер бачимо, що нерівність (5.13) виконується тоді, коли рів-
няння Ріккаті (5.1) має розв’язок ( )*z z t= , для якого виконується 
перша із  оцінок (5.4). Виявляється, якщо припустити, що систе-
ма (5.5) не має розв’язків (5.8), для яких виконується нерівність 
(5.13), то це приведе до протиріччя. Зазначимо спочатку, якщо де-
який розв’язок рівняння (5.1) виходить за межі смуги 1z ≤ , то вже 
не повертається до неї. Це видно із правої частини рівняння (5.1) 

( ) ( ) ( ) ( )2 ,M t z N t z L t f t z+ + = , яка набуває додатних значень при 
1z =  і від’ємних при 1z = −  (припускається виконання нерівностей 

(5.3) і (5.6)).
Припустимо, що рівняння (5.1) не має розв’язків ( )*z z t= , для 

яких виконується перша із  нерівностей (5.4). Це означає, що всі 
розв’язки рівняння (5.1) виходять за межі смуги 1z ≤ . Позначимо 
точки: ( ) 00, 1 A− = , а ( ) 00,1 B= . Розглянемо розв’язок рівняння (5.1), 
який починається при 0t =  в точці 0z = . Цей розв’язок згідно з при-
пущенням має вийти за межі смуги 1z ≤ . Нехай його графік пере-
тинає пряму 1z = . Тоді позначимо початкову точку ( ) 10,0 B=  і роз-
глянемо розв’язок, який починається при 0t =  із середини відрізка

0 1,A B   , тобто з точки 1 ,0
2

 −  
. Нехай графік цього розв’язку перети -

нає пряму 1z = − , тоді позначимо початкову точку 1
1 ,0
2

A − =  
 і т. д. 

Дістанемо стяжну послідовність вкладених відрізків , , 1, 2,...n nA B n =    
таких, що графіки розв’язків рівняння (5.1), які починаються при 

0t =  в точках nA , перетинають пряму 1z = − , а  графіки розв’язків, 
що беруть початок в точках nB , перетинають пряму 1z = . Тепер роз-
глянемо розв’язок ( )z z t=   рівняння (5.1), який починається при 

0t =  в точці 
1

,n n
n

A A B
+∞

=

=   



.

Графік цього розв’язку згідно з  припущенням має перетинати 
одну із  прямих 1z = ± . Нехай, наприклад, перетинає пряму 1z = −  
при значенні 0t T= > . Тоді розглянемо на відрізку [ ]0, 1T +  розв’язок 

( )z z t=  рівняння (5.1) з умовою на кінці цього відрізка:

( )
1

1
t T

z t
= +

= − .
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Початкова точка цього розв’язку ( )0z  не може лежати ні вище, 
ні нижче від точки A , оскільки розв’язки рівняння (5.1) не можуть 
перетинатися (виконується умова єдиності розв’язку задачі Коші). 
Отримане протиріччя доводить, що існують розв’язки ( )*z z t=  рів-
няння (5.1), для яких виконується перша з оцінок (5.4).

Тепер розглянемо розв’язок (5.8) лінійної системи (5.5) з почат-
ковою умовою:

( )
( ) ( )

1
*

2 0

1

0
t

x t
x t z

=

  
=   

    
 (5.14)

і покажемо, що цей розв’язок ( ) ( )
( )

1

2

x t
x x t

x t

+
+

+

 
= =  

  
 прямує до нуля 

при t → +∞. Це одразу свідчитиме про те, що розв’язок ( )*z z t= , 
який задовольняє першу з нерівностей (5.4), буде єдиний, оскільки 
інакше це б означало, що існують два лінійно незалежних розв’язки 
лінійної системи (5.5), які прямують до нуля на +∞, а значить, і всі 
розв’язки прямують до нуля, що суперечить оцінці (5.12).

Розглянемо квадратичну форму з додатним параметром δ : 

( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 2V x x x x x= − + +δ δ .   (5.15)

Запишемо й оцінимо її похідну в силу системи (5.5). Отримаємо:

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )d d dV x t x t x t x t x t x x

dt dt dt
= − + + ≤ − + +δ δ ε

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 1 22 2

2 2
N t N t

x x M t x x L t x x
    

+ − − + + ≤        
δ

( )( )( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1 .N M L x x x x≤ − − + − + ≤ − +ε δ ε  (5.16)

Оскільки функції ( ) ( ) ( ), ,M t N t L t  обмежені на R, то завжди знай-
деться таке значення 0>δ , що в нерівності (5.16) 0>ε . Оскільки для

розв’язку ( ) ( )
( )

1

2

x t
x x t

x t

+
+

+

 
= =  

  
 виконується нерівність (5.11), то також

буде виконуватись і така нерівність:
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( )( ) 0 , const 0.V x t t R+
δ > ∀ ∈ = >δ   (5.17)

З іншого боку, для будь-яких 1 2,x x  виконується нерівність:

( )2 2
1 2

1 .
1

x x V x+ ≥
+ δδ

 (5.18)

Із оцінки (5.16) з урахуванням нерівності (5.18) отримуємо:

( )( ) ( )( ) .
1

d V x t V x t
dt

+ +≤ − ⋅
+δ δ
ε

δ
  (5.19)

Ураховуючи нерівність (5.17), поділимо обидві частини (5.19) 
на  додатну функцію ( )( )V x t+

δ  і  проінтегруємо в  межах від τ  до 
( )t t≤τ . Отримаємо:

( )( ) ( )( ) ( ){ }exp , const 0
1

V x t V x t+ +≤ ⋅ − − τ = = >
+

 δ δ
ε

τ ε ε
δ

.

Із останньої нерівності з урахуванням (5.15) дістанемо:

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 0
1 2

V x t V x t
x t x t

+ +
+ +

− + = ≤  
δ

δ

( )( ) ( )( ) ( ){ }1 exp
V x t

V x t
+

+≤ ≤ ⋅ − − ≤

δ
δ τ ε τ

δ δ

( )( ) ( )( ) ( ){ }2 2
1 2

1 exp , ,x x t t R t+ ++  ≤ ⋅ + − − ∀ ∈ ≤  


δ
τ τ ε τ τ τ

δ
.

Це означає, що розв’язки ( )x x t+=  системи (5.5) з  початковою 
умовою (5.14) прямують до нуля при t → +∞.

Аналогічно доводиться, що рівняння (5.2) має єдиний розв’язок 
( )*y y t= , для якого виконується друга з нерівностей (5.4).

Висновки. У заданій постановці задачі визначено умови, за яких 
функціонал мінімізується, знайдено відповідні оптимізаційні ке-
рування, наведено ілюстративний приклад. Запропоновано метод 
знаходження оптимальних розв’язків і відповідного керування в не-
стаціонарному випадку. Тобто, коли коефіцієнти у  правій частині 
рівняння залежать від часу. 
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Пропоновану математичну модель і метод її дослідження мож-
на включити до змісту дисциплін на теми математичного моделю-
вання, теорії керування для магістрів математичних спеціальностей 
університетів.

Зазначимо також, що при розв’язуванні подібних задач дово-
диться мати справу з рівнянням Ріккаті. Знаходження його розв’яз-
ків — завдання складне саме по собі, розв’язати яке вдається далеко 
не завжди. Тому перспективними є пошуки в напрямі знаходження 
та  дослідження розв’язків цього класу рівнянь. Зокрема, у  межах 
статті вивчено питання існування обмежених розв’язків рівняння 
Ріккаті. 
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