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УКРАЇНА 

 
Серед геометричних задач доволі часто зустрічаються ті, які стосуються 

обчислення площі трикутників. У цьому аспекті кожна формула має своє 
значення, і її уміле використання робить розв'язання завдань більш 
ефективним. Але важливою рисою науки є постійний розвиток, і при глибшому 
дослідженні вже відомих методів виявляються нові способи розрахунку площі 
трикутників. Пропоную приділити увагу маловідомим, але значущим формулам 
для обчислення площі трикутників. Це може стати цікавим відкриттям, 
розширить розуміння суті геометричних завдань та збагатить арсенал 
математичних інструментів. 

На перший погляд зміна співмножників, наприклад, у виразі � sin ∠! і 
sin ∠! ∙ # не може допомогти розв'язати задачу. Але це тільки на перший погляд. 
Навіть, у елементарних задачах як, наприклад: довести, що площа трикутника 

$ =
%

&
' ∙ ℎ).  

Доведення: 

Скористаємося формулою площі трикутника $ =
%

&
*' sin ∠!. 

 
%

&
*' sin ∠! =

%

&
* ∙ sin ∠! ∙ ', але * ∙ sin ∠! = ℎ), де ℎ) – висота трикутника, що 

проведена до сторони ' з вершини + трикутника !,+. 

Отже, $ =
%

&
*' sin ∠! =

%

&
* sin ∠! ∙ ' =

%

&
ℎ) ∙ '. 

Доведено. 
Проілюструємо застосування прийому на змістовних задачах. 
Задача 1. Точка -% – точка перетину бісектриси кута ,!+ з колом, 

описаним навколо трикутника !,+. Довести, що площа чотирикутника !,-%+ 

обчислюється за формулою $. =
%

&
!-%

& ⋅ sin ∠! [1]. 

Доведення: 

$. =
%

&
⋅ !-% ⋅ ,+ ⋅ sin ∠! 0%,. 

Позначимо кут між висотою !2% і бісектрисою !0% як 4 (∠0%!2% = 4). 
Проведемо діаметр -%5, тоді ∠5-%! = 4 (рис. 1).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1 
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Отже, � =
!

"
⋅ $%! ⋅ &' ⋅ sin ∠$ )!& =

!

"
∙ $%! ∙ 2+ ∙ sin ∠$ ∙ sin(90° − .) = 

=
!

"
$%! ∙ 2+ cos . ∙ sin ∠$ =

!

"
∙ $%! ∙ $%! sin ∠$ =

!

"
$%!

" sin ∠$. 

Доведено. 

Задача 2. З точки %! проведено перпендикуляри до сторін $' і $& (%!1! ⊥

$'; %!1" ⊥ $&). $)! = 56 – бісектриса кута &$' (рис. 2). Довести, що площа 

трикутника $&' обчислюється за формулою � =
!

"
∙ 1!1" ∙ 56. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2 
Доведення:  

З чотирикутника  $1"%!1! випливає, що  1!1" = $%! sin ∠$ , тоді � =
!

"
×  

× 1!1" ∙ 56 =
!

"
∙ $%! sin ∠$ ∙ 56 =

!

"
∙ $%! ∙ 56 ∙ sin ∠$ .                                                                    

$%! = 2+ cos ∠7%!$ = 2+ cos .;  56 = $)! =
8:<

>?@ ∠A<8:<
=

BC

>?@ D
 (рис. 3) [2]; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3 
 

Отже, � =
!

"
∙ $%! ∙ 56 ∙ sin ∠$ =

!

"
∙ 2+ ∙ cos . ∙

BC

>?@ D
∙ sin ∠$ =

!

"
∙ 2+ ∙ ℎ6 × 

× sin ∠$ =
!

"
∙ 2+ ∙ F sin ∠' ∙ sin ∠$ =

!

"
(2+ sin ∠') ∙ F ∙ sin ∠$ =

!

"
FG sin ∠$ . 

ℎ6 = F sin ∠' (рис. 4). $H! = ℎ6 , $' = F. 
 
 

 
 
 
 
 

   
Рис. 4 



 

29 settembre 2023 · Bologna, Repubblica Italiana  · 135 
. 

 

� =
 

!
" "! ∙ sin ∠% =

 

!
'( sin ∠% . 

Доведено. 

Задача 3. Довести формулу для обчислення площі трикутника ���:  =
!

"
×  

× #"#$ ∙ �&',  де #";  #$ – точки дотику вписаного кола до сторін �� і ��. &' – центр 
зовнівписаного кола, що дотикається до сторони �� трикутника ��� і до 
продовження двох інших сторін �� і �� (рис. 5-6). 
 
 
                                                                                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5                                                     Рис. 6 
 

З чотирикутника �#$&#" випливає, що #"#$ = �& ∙ sin ∠� .  

Отже,  =
!

"
∙ #"#$ ∙ �&' =

!

"
∙ �& ∙ sin ∠� ∙ �&' =

!

"
�& ∙ �&' ∙ sin ∠�; 

�& =
*+,

-./ ∠
0

1

=
2

-./ ∠
0

1

; �&' =
34,

56- ∠
0

1

=
7

56- ∠
0

1

; 

 =
1

2
∙ #"#$ ∙ �&' =

1

2
∙ �& ∙ �&' ∙ sin ∠� =

1

2
∙

:

sin∠
�
2

∙
<

cos ∠
�
2

∙ sin ∠� =
:< ∙ sin ∠�

sin ∠�
= 

= :< =  . 

Доведено. 

Задача 4. Довести формулу площі трикутника ���:  =
!

"
∙ >">$ ∙ �&, де  

>"; >$ – точки дотику зовнівписаного кола з центром &' з продовженнями сторін 
�� та �� (рис. 7-8). 
                                                                      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                            

Рис. 7                                             Рис. 8 
 
Доведення:  

>">$ = �&' ∙ sin ∠� (чотирикутник �>$&'>");  

 =
!

"
>">$ ∙ �& =

!

"
�&' sin ∠� ∙ �& =

!

"
∙ �& ∙ �&' ∙ sin ∠�; 
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�� =
 !"

#$% ∠
'

(

=
)

#$% ∠
'

(

  ; ��* =
+,"

-.# ∠
'

(

=
/

-.# ∠
'

(

; 

0 =
1

2
∙ �� ∙ ��* ∙ sin ∠� =

1

2
∙

)

#$%∠
'

(

∙
/

-.# ∠
'

(

∙ sin ∠� =
)/∙#$% ∠+

#$% ∠+
= 56 = 0. 

Доведено. 

Лема: Площа трикутника �78 обчислюється за формулою 0 = 56. 
Доведення: 

0+9: = 0+ 9 + 09 : + 0: + (рис. 9); 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

Рис. 9 

0+ 9 =
1

2
∙ �7 ∙ �<> =

1

2
∙ ? ∙ 5; 

09 : =
1

2
∙ 78 ∙ �<1 =

1

2
@ ∙ 5; 

0: + =
1

2
�8 ∙ �<2 =

1

2
∙ A ∙ 5; 

0+9: =
1

2
∙ 5(@ + A + ?) = 5

*DEDF

2
= 56. 

Доведено. 
Оволодіння новими методами і підходами до вирішення геометричних 

задач розширює математичну інтуїцію і підвищує впевненість в успішному 
розв'язанні складних завдань. Ми розраховуємо, що ця доповідь сприятиме 
поглибленню математичних знань та заохотить на подальші наукові 
дослідження в цій галузі. 
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